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УДК 531/534: [57+61]1 

Предложена математическая модель, описывающая электродинамические 
процессы, протекающие в сердце человека. Она представляет собой систему 
нелинейных уравнений в частных производных. Для этой модели разработаны 
численный алгоритм и его программная реализация, основанная на конечно-
элементной библиотеке FEniCS. Проведено моделирование процесса 
взаимодействия волны потенциала действия и дополнительного источника 
возбуждения в двумерном случае. В результате было показано, что 
зарождение спиральной волны происходит только в случае локализации 
дополнительного возбуждения на «хвосте» волны (в непосредственной 
близости за волной). Также рассмотрено зарождение спиральной волны на 
трехмерной модели сердца человека. Рассмотрен процесс распространения 
волны возбуждения в области с неоднородными электродинамическими 
параметрами, которые вызывают однонаправленное блокирование 
распространения волны. Рассматривались неоднородности по проводимости и 
длительности потенциала действия. Используя сочетание таких областей, 
можно моделировать неоднородность, приводящую к самовозбуждению и 
образованию спиральной волны. Для сегментов желудочков сердца показано 
влияние анизотропии электрических свойств на процесс распространения 
волны возбуждения. Построена модель эволюции активных напряжений 
миокарда, основанная на HMT-модели. Для ее тестирования выполнен ряд 
численных экспериментов, включающих реакцию миокарда: на изменение 
концентрации внутриклеточного кальция. Для объединения волокон в 
трехмерную структуру сформирована модель миокарда на основе механики 
деформируемого твердого тела. 

Ключевые слова: математическое моделирование, сердце, деформация мышечной 
ткани, электродинамика, метод конечных элементов. 

С макроскопической точки зрения 
сердечная мышца может рассматриваться 
как две неоднородные анизотропные про-
водящие среды – внеклеточное простран-
ство и внутриклеточное пространство, 
взаимодействующие через мембрану. Ес-

ли принять предположение о подобии 
тензоров проводимости внутриклеточно-
го и внеклеточного пространства, то мож-
но прийти к монодоменной модели, опи-
сываемой нелинейной системой уравне-
ний в частных производных и обыкновен-
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ных дифференциальных уравнений [1]. 
Для ее решения наиболее часто использу-
ется метод расщепления, сводящий реше-
ние исходной задачи к последовательно-
му решению более простых: обыкновен-
ных дифференциальных уравнений и ли-
нейных краевых задач в частных произ-
водных [1]. Авторами была построена ко-
нечно-элементная модель распростране-
ния электрического возбуждения в мио-
карде [2, 3]. При реализации метода ис-
пользовался конечно-элементный пакет 
FEniCS [4] с Python-интерфейсом. 

Для определения режима взаимодей-
ствия двух волн, приводящего к образова-
нию спиральной структуры, а следова-
тельно, к фибрилляции сердца, рассмот-
рены случаи взаимодействия проходящей 
волны с источником дополнительного 
возбуждения, расположенным в разных 
местах. 

Как следует из рис. 1, а, возбуждение 
за волной не оказывает влияния на прохо-
дящую волну. Возбуждение, приложен-
ное на «хвосте» волны, вызывает образо-
вание спиральной волны (рис. 1, б); до-
полнительное возбуждение перед волной 
вызывает только искривление фронта 

проходящей волны (рис. 1, в). Таким об-
разом, наиболее опасным является допол-
нительное возбуждение, расположенное 
на «хвосте» волны. 

Также рассмотрено зарождение спи-
ральных волн на трехмерной модели 
сердца человека (рис. 2). 

Сердечная мышца является неодно-
родной средой. Эта неоднородность мо-
жет значительно усиливаться при заболе-
ваниях сердца, таких как инфаркт, и при-
водить, в свою очередь, к возникновению 
патологических источников возбуждения. 
Граница раздела областей с различными 
значениями параметров, описывающих 
электрические процессы в сердце, при оп-
ределенных условиях может обладать од-
носторонней проводимостью для волн 
электрического возбуждения. Сконструи-
рованы неоднородности, которые прово-
цируют при прохождении через них вол-
ны потенциала действия развитие само-
поддерживающихся волновых структур. 

Одним из таких параметров является 
проводимость сердечной ткани. Рас-
смотрен вариант неоднородности, пред-
ставляющий узкий зазор между двумя 
непроводящими областями, который 

Рис. 1. Взаимодействие проходящей волны с источником дополнительного 
возбуждения, расположенным за волной (а), на «хвосте» волны (б), перед волной (в) 

t = 1138 мс t = 1041 мс t = 1249 мс t = 1339 мс t = 1624 мс 

t = 1046 мс t = 1127 мс t = 1309 мс t = 1487 мс t = 1811 мс 

t = 370 мс t = 586 мс t = 658 мс t = 890 мс t = 1078 мс 

а 

б 

в 
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плавно расширяется в одном направле-
нии и очень быстро в противоположном 
[5]. Данная схема неоднородности пока-
зана на рис. 3, а. Здесь области 1, 2, 4, 5 
являются возбудимыми, а область 3 – 
нет. При одинаковых значениях прово-
димости для областей 1, 2, 4, 5 необхо-
димые для образования самоподдержи-
вающихся волновых структур размеры 
этой неоднородности оказываются чрез-
мерно большими для сердца человека. 

Поэтому необходимо дополнить неод-
нородность механизмом, который позво-
лит снизить скорость распространения 
волны и реализовать ее циркуляцию на 
масштабе сердца, чтобы проводимость в 
области 5 была в 100 раз меньше нормы и 
линейно увеличивалась в областях 2 и 4 

до нормального значения при приближе-
нии к области 1. Кроме этого, следует 
обеспечить однонаправленный блок про-
ведения на границе областей 2–5, кото-
рый выполняется при величине зазора 
0,05 мм и угле раскрытия 5 градусов. Мо-
делирование процесса зарождения цирку-
лирующей волны на такой неоднородно-
сти показано на рис. 3, б. 

Кроме неоднородности по проводимо-
сти в миокарде может реализоваться неод-
нородность по длительности потенциала 
действия (рис. 4, а). Здесь область 1 обла-
дает длительностью потенциала действия, 
которая соответствует норме 330 мс. В об-
ластях 2 и 3 этот параметр меньше нормы 
соответственно в 5 и 25 раз. Результат мо-
делирования представлен на рис. 4, б. 

Рис. 2. Спиральные волны на трехмерной модели сердца 

Рис. 3. Зарождение циркулирующей волны на неоднородности по проводимости 
миокарда: схема неоднородности (а); циркулирующая волна (б) 

а 

б 
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Благодаря волокнисто-слоистой орга-
низации сердечная мышца обладает орто-
тропными свойствами. Ориентация осей 
материальной симметрии меняется от эн-
докарда к эпикарду. Для изучения влия-
ния волокнисто-слоистой структуры на 
распространение волн возбуждения был 
взят прямоугольный блок сердечной тка-
ни, наименьший размер которого соответ-
ствует толщине сердечной стенки. Рас-
сматривалось начальное возбуждение 
вдоль линии, параллельной оси x, на эн-
докарде, эпикарде и в толще стенки на 
одинаковом расстоянии от эндокарда и 
эпикарда. Рассмотрены два типа распре-
деления угла ориентации волокон [6, 7]. 
Результаты представлены в работе [8]. 

В первом случае, соответствующем 
левому желудочку собаки, на эндокарде и 
эпикарде волокна ориентированы, в ос-
новном, в меридиональном направлении. 
Угол ориентации плавно меняется по тол-
щине, изменяя свое значение примерно 
на 180 градусов. Кольцевой слой, где во-
локна ориентированы в окружном на-
правлении, расположен в толще стенки 
[6]. Распределение угла ориентации по 
толщине стенки показано на рис. 5, а. 
Форма фронта волны возмущения в зна-
чительной мере зависит от места перво-
начального возбуждения. На рис. 5, в, г, д 
показана форма фронта волны возбужде-
ния (по толщине стенки) соответственно 
при первоначальном возбуждении на эн-

а 

б 

Рис. 4. Зарождение спиральной волны на неоднородности 
по длительности потенциала действия: схема 

неоднородности (а); спиральная волна (б) 

а б 

г 

в 

д 

е 

Рис. 5. Влияние волокнистой структуры на форму фронта волны возбуждения:, 
распределение угла ориентации волокон по толщине сердечной стенки в левом желудочке 

собаки (а) и правом желудочке свиньи (б); форма волны в левом желудочке собаки 
 при первоначальном возбуждении на эндокарде (в), эпикарде (г) и в толще стенки (д);  

форма волны в правом желудочке свиньи (е) 
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докарде, эпикарде и в толщине стенки. 
Для второго случая, соответствующего 

правому желудочку свиньи, характерны 
ориентация волокон в окружном направ-
лении на эндокарде, эпикарде и резкое из-
менение угла ориентации в субэпикарди-
альной области [7] (рис. 5, б). В этом слу-
чае форма фронта волны слабо зависит от 
места первоначального возмущения и 
имеет вид, показанный на рис 5, е. 

Электрическая стимуляция запускает 
рост концентрации ионов кальция в сер-
дечной клетке, что, в свою очередь, приво-
дит к сокращению сердечной мышцы 
(электромеханическое сопряжение). Мик-
роструктура сердечной мышцы и внутрен-
нее устройство миоцита таковы, что ак-
тивные усилия действуют только в на-
правлении волокна. Деформация в других 
направлениях происходит вследствие пас-
сивной упругой реакции сердечной ткани. 
Наиболее распространенным в макроско-
пическом моделировании мышечного со-

кращения является подход, основанный на 
аддитивном разложении напряжений. 

Была построена модель эволюции ак-
тивных напряжений в миокарде, основан-
ная на HMT-модели [9]. Рассмотрена ре-
акция на изменение концентрации внут-
риклеточного кальция, описываемая мо-
делью Билера–Рейтера (рис. 6). 

Процесс сокращения миокарда сопро-
вождается большими перемещениями, де-
формациями и может быть описан соот-
ношениями нелинейной теории упруго-
сти. В рамках тестирования приведенной 
модели и численного метода ее решения 
выполнен ряд тестовых задач, в числе ко-
торых последовательность поворота пря-
моугольного параллелепипеда, имити-
рующего совокупность волокон, и прило-
жения активного сжимающего напряже-
ния Ta = 12 кПа. По результатам решения 
этой задачи (рис. 7), можно заключить, 
что активное напряжение поворачивается 
совместно с макроволокном. 
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A mathematical model, describing the electromagnetic processes in the human heart, is proposed. 

It represents a system of nonlinear partial differential equations. A numerical algorithm and its 
implementation, based on FENICS, a finite element library, are developed for this model. The 
interaction between a wave of action potential and an additional source of excitation in a two-
dimensional case is simulated. As a result it was shown that the generation of a spiral wave occurs 
only if the additional excitation is localized sharply on the «tail» of the wave (in the vicinity behind 
the wave). The generation of a spiral wave in the three-dimensional model of the human heart is also 
considered. The process of propagation of the excitation wave in the field of heterogeneous 
electrodynamic parameters, which cause unidirectional blocking of the wave propagation, is 
considered. The inhomogeneous conductivity and action potential duration were considered. By 
using the combination of such domains, one can simulate heterogeneity, leading to self-excitation 
and formation of a spiral wave. The influence of anisotropy of the electrical properties on the 
propagation of the excitation wave is shown for ventricle segments of the heart. A model of the 
evolution of active myocardial stresses, based on the HMT-model, is developed. To test it a series of 
numerical experiments, including myocardial reaction to a change in intracellular calcium 
concentration, is carried out. To join the fibers in the three-dimensional structure, a model of 
myocardial is formed on the basis of solid mechanics. 
 

Keywords: mathematical modelling, heart, muscle strain, electrodynamics, the finite element 
method. 
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