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УДК 539.3 

Предложена трехуровневая модель неупругого деформирования стали  
с учетом фазовых превращений при термомеханических воздействиях.  
В рассмотрение включены три масштабных уровня: макроуровень I (уровень 
конструкции), макроуровень II (уровень представительного макрообъема), 
мезоуровень (уровень кристаллита – отдельного зерна или субзерна). Уровни 
связаны между собой посредством внутренних переменных, которые 
описывают деформирование и фазовые превращения на более глубоком 
уровне. 

Разработан и реализован вычислительный алгоритм в рамках 
статистического подхода для представительного объема мезо- и 
макроуровня II на основе сформулированной математической постановки. 
Разработан блок идентификации параметров закона упрочнения и проверки 
адекватности вычислительных результатов. 

Проведены вычислительные эксперименты для представительного объема 
макроуровня II при деформировании одноосным растяжением, простым 
сдвигом и сложным нагружением. Для указанных типов нагружения получены 
зависимость доли образующегося мартенсита от интенсивности деформации и 
деформационные кривые. Полученные расчетные зависимости находятся в 
хорошем количественном соответствии с известными из литературы 
экспериментальными данными. 

Предложенная модель применена для описания поведения титанового 
сплава при высокотемпературном пластическом деформировании, которое 
сопровождается процессами динамического возврата и рекристаллизации. 
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Рассмотрены процессы механической обработки металлов – осадка, 
стесненная осадка, простой сдвиг. Показано, что результаты моделирования, в 
том числе характеристики эволюционирующей структуры, удовлетворительно 
согласуются с опытными данными. 

Ключевые слова: математическая модель, физические теории пластичности, 
многоуровневая модель, термомеханическая обработка, твердотельные фазовые 
переходы. 

 
Современные технологии термомеха-

нической обработки металлов позволяют 
получать металлические сплавы с требуе-
мым набором физико-механических 
свойств. Под воздействием температуры 
и механической нагрузки происходят из-
менения микроструктуры: размеров, фор-
мы, ориентации зерен и субзерен, дисло-
кационной субструктуры, обусловленные 
скольжением и переползанием дислока-
ций, двойникованием, диффузионными и 
мартенситными фазовыми переходами. 

Целью данного проекта являлась раз-
работка многоуровневой конститутивной 
модели для описания твердотельных фа-
зовых превращений в поликристалличе-
ских многокомпонентных сплавах, проис-
ходящих на микро- и мезоуровнях в про-
цессах термомеханической обработки. 

Для решения поставленной задачи ис-
пользовался подход, основанный на по-
строении многоуровневых иерархических 
моделей (рис. 1), который позволяет 
включать в рассмотрение основные физи-
ческие механизмы, действующие на мезо-
уровне и определяющие эволюцию мик-
роструктуры, а значит – свойства металла 
в целом (ротация элементов структуры, 

двойникование, формирование субструк-
тур в процессе деформирования) [1, 2, 5, 
8, 10, 12–21]. Для корректного описания 
процессов твердотельных фазовых пре-
вращений при построении конститутив-
ной модели на мезоуровне использованы 
несимметричные меры деформированно-
го состояния [4, 9, 22]. 

На каждом масштабном уровне запи-
сывается своя математическая постановка 
задачи, позволяющая описывать наиболее 
важные физические процессы, реализуе-
мые на данном уровне. 

Определяющее соотношение макро-
уровня представляют собой анизотроп-
ный закон Гука в скоростной релаксаци-
онной форме [2, 13, 14]: 
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Основные физические механизмы, ле-
жащие в основе неупругого (пластическо-
го и трансформационного) деформирова-
ния и определяющие изменение внутрен-
ней структуры и свойств металла описы-
ваются с помощью уравнений мезоуров-
ня. В качестве меры скорости деформа-
ции выбрана несимметричная мера – 

Рис. 1. Схематическое представление масштабных уровней для задачи 
определения напряженно-деформированного состояния 
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транспонированный градиент относи-
тельной скорости перемещений (в отно-
сительном движении, фиксируемом под-
вижным наблюдателем в жесткой под-
вижной системе отсчета мезоуровня). 
Принята гипотеза об аддитивности упру-
гой, неупругой и термической составляю-
щих меры скорости деформации. Неупру-
гая составляющая складывается из пла-
стических и трансформационных (связан-
ных с фазовыми переходами) деформа-
ций. Пластическая деформация определе-
на через ориентационный тензор систем 
скольжения или двойникования в кри-
сталлических решетках каждой фазы и 
скорость сдвига для всех возможных сис-
тем. Скорость сдвига по системе сколь-
жения определяется согласно вязкопла-
стическому закону. Сопротивление сдви-
гу определяется с учетом деформацион-
ного, латентного упрочнений и упрочне-
ния, связанного с образованием новой фа-
зы. Трансформационная деформация для 
мартенситных превращений выражена че-
рез ориентационный тензор трансформа-
ционных систем и скорость изменения 
доли мартенситной фазы на каждой сис-
теме [2, 11]: 
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(2) 
Тензоры физических параметров в 

многофазной системе определены по пра-

вилу смесей. Тензор спина (скорости по-
ворота) решетки, необходимый для запи-
си коротационной производной тензора 
напряжений, определен из модели полно-
стью стесненного поворота Тейлора. Из-
менение объемной доли фаз описано ки-
нетическим соотношением, полученным 
в рамках термодинамики необратимых 
процессов в терминах свободной энергии 
для многофазной системы, которая зави-
сит от упругой деформации и температу-
ры [2, 3]. На мезоуровне учитывалось из-
менение полей температуры и концентра-
ции компонентов сплава. 

На основе метода конечных элементов 
разработан алгоритм на языке FORTRAN, 
реализующий модели различных мас-
штабных уровней. В алгоритме решения 
задачи теплопроводности реализовано 
распараллеливание вычислений на основе 
технологии OpenMp. 

Проведен вычислительный экспери-
мент по описанию деформирования пред-
ставительного объема макроуровня для 
стали AISI 301, содержащего 3375 зерен 
[2, 15]. Деформирование при одноосном 
растяжении, простом сдвиге и сложном 
нагружении (растяжение – сдвиг, сдвиг – 
растяжение). Для указанных типов нагру-
жения получены кривые зависимости ин-
тенсивности напряжений и доли образую-
щегося мартенсита от интенсивности на-
копленной деформации. 

На рис. 2, 3 представлены результаты 
вычислительного эксперимента на сложное 
нагружение. Можно отметить, что после 
излома траектории деформирования на-
блюдается характерное снижение интен-
сивности напряжений (рис. 2); при измене-
нии величины накопленных деформаций 
первого этапа деформирования вид зависи-
мости интенсивности напряжений от ин-
тенсивности деформаций не меняется, доля 
образовавшегося мартенсита отличается 
максимум на 8%, а доля образовавшегося 
мартенсита меньше, чем в случае и одноос-
ного растяжения, и простого сдвига. Воз-
можно, основное влияние на наблюдаемые 
зависимости оказывают процессы разворо-
тов кристаллических решеток зерен и изме-
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нение микроструктуры. После излома тра-
ектории из-за появившегося изменения 
микроструктуры материала скольжение по 
некоторым системам приостанавливается, 
а вместо них включаются другие. 

Проведены серии вычислительных 
экспериментов, позволяющих моделиро-
вать поведение материала и эволюцию 
микроструктуры под действием темпера-
турных и механических воздействий, ко-
торые имеют место в технологических 

процессах обработки металлов [6, 7, 15, 
23–25]. 

На рис. 4 приведены результаты рас-
чета изменения объемной доли мартенси-
та при увеличении интенсивности накоп-
ленной деформации. Отмечено, что при 
деформировании до интенсивности нако-
пленных деформаций до 0,10 увеличение 
доли мартенсита происходит за счет по-
явления новых зародышей, а далее – за 
счет роста уже имеющихся. 

Рис. 2. Кривая «интенсивность напряжений–интенсивность 
накопленных деформаций» для следующих случаев: 

растяжение (до интенсивности 0,068) – сдвиг ( ――), 
растяжение (до интенсивности 0,085) – сдвиг ( –  –  –  – ), 

сдвиг (до интенсивности 0,068) – растяжение (–  –  – ) 

Рис. 3. Зависимость доли образовавшегося мартенсита  
от интенсивности накопленных деформаций для следующих случаев:  

растяжение (до интенсивности 0,068) – сдвиг (――), 
 растяжение (до интенсивности 0,085) – сдвиг (–  –  –  – ),  

сдвиг (до интенсивности 0,068) – растяжение (–  –  –) 
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Полученные расчетные зависимости 
находятся в хорошем количественном 
соответствии с экспериментальными 
данными, известными из литературных 
данных. 

 
Заключение 
Проект был направлен на построение 

математической модели для описания 
процессов неупругого деформирования 
поликристаллических материалов при 
термомеханических воздействиях с уче-
том твердотельных фазовых превраще-
ний. Для достижения цели разработаны 
концептуальные и математические поста-
новки многоуровневой модели, описы-
вающие процессы, происходящие на мак-
ро- и мезоуровнях в процессах термоме-
ханической обработки. Модель учитыва-

ет важнейшие механизмы деформирова-
ния, реализующиеся в материале в про-
цессе неупругого деформирования, такие 
как ротация элементов структуры, двой-
никование, формирование субструктур в 
процессе деформирования. 

Разработаны численные алгоритмы для 
ЭВМ, реализующие предложенные мате-
матические модели, позволяющие прово-
дить вычислительные эксперименты для 
описания напряженно-деформированного 
состояния и эволюции внутренней струк-
туры материала поликристалла в процес-
сах термомеханической обработки. 

Разработанная модель применена для 
описания эволюции микроструктуры и 
фазового состава под действием механи-
ческой и температурной нагрузок при 
различных видах нагружения. Кроме то-

Рис. 4. Распределение объемных долей мартенсита  
по представительному макрообъему 
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го, проведены вычислительные экспери-
менты по высокотемпературному дефор-
мированию титанового сплава, модели-
рующие процессы динамического возвра-
та и рекристаллизации. 

Основные результаты работы изложе-
ны в статьях (в журналах, индексируемых 

базами Web of Science и Scopus [1–13], в 
журналах, входящих в рекомендуемый 
ВАК перечень [14–24], в журналах, вхо-
дящих в РИНЦ [25]), в трудах и материа-
лах конференций, входящих в РИНЦ, 
прочих трудах и материалах конферен-
ций, тезисах докладов. 
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A three-level model of steel inelastic deformation with allowance for phase transformations 
under thermomechanical impact has been proposed. Three scale levels: macrolevel I (construction 
level), macrolevel II (level of representative macrovolume), mesolevel (crystallite level – separate 
grain or subgrain) have been included in the consideration. The levels are connected by means of 
internal variables that describe deformation and phase transformations at a deeper level. 

A computing algorithm in terms of the statistical approach for representative volume of meso- 
and macrolevel II on the basis of the formulated mathematical statement has been developed and 
realized. A parameter identification unit of the hardening law and adequacy check for computing 
results has been developed. 

Computing experiments for representative volume of macrolevel II under deformation by 
monoaxial stretching, a simple shift and complex loading have been conducted. The dependence of 
forming martensiteon deformation intensity and deformation curves has been received for the 
specified loading types. The obtained calculated dependences are in good quantitative agreement 
with the known experimental data from the literature. 

The proposed model has been applied to describe the behaviour of a titanic alloy under high-
temperature plastic deformation with dynamic recovery and recrystallization. Such processes of 
mechanical treatment as draft, constrained draft, simple shear have been considered. It is shown that 
the results of modelling, including the characteristics of the evolving structure, correspond to the 
experimental data. 
 

Keywords: mathematical model, physical plasticity theory, multilevel model, thermo mechanical 
treatment, solid-state phase transformation. 
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